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l .  INTRODUCTION 
Dans [QU1 ], Quillen 6tudie d'un point de vue topologique t homolo- 
gique l'ensemble sp(G) des p-sous-groupes non-triviaux d'un groupe fini G. 
I1 montre que cet ensemble a le  m~me type d'homotopie que rensemble 
ap(G) des p-sous-groupes abfliens 616mentaires non-triviaux de G. De plus, 
si G est un groupe de Chevalley en caractfristique p, ces deux ensembles 
ont le mSme type d'homotopie que l'immeuble de Tits associf. 
Une question naturelle st alors de savoir se qui se passe pour d'autres 
groupes. Si G est un groupe sym&rique S,, et s ip =2, le calcul de l'homo- 
logie de s2(G) est tr~s difficile dans le cas g~n~ral. Je vais 6tudier ici les pro- 
priftfs topologiques et homologiques de certains sous-ensembles naturels 
de rensemble a2(S,). 
Notation. Si A est un ensemble, je note d2(A) l'ensemble des partitions 
non-triviales de A dont toutes les parties sont de cardinal 1 ou 2. Cet 
ensemble st ordonn6 par la relation "&re plus fin que". Si A est l'ensemble 
{1 ..... n}, je noterai d2(n ) l'ensemble d2(A). 
L'ensemble d2(n) peut-Stre considfr6 comme rensemble des 2-sous- 
groupes-abfliens 616mentaires non-triviaux de S, qui sont engendrfs par 
des transpositions. 
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La premi6re partie est consacr6e ~ r6tude topologique des ensembles 
d2(n), en particulier le calcul du groupe fondamental, qui r6serve une 
surprise pulsque le groupe fondamental de d2(7) est cyclique d'ordre 3. 
Dans la deuxi6me partie, j'essaierai de calculer rhomologie des 
ensembles dz(n). Le premier r~sultat concerne le cas de l'homologie n 
caract6ristique nulle ou suffisament grande: les modules d'homologie sont 
alors enti6rement connus en tant que S,-modules, et se d6composent en 
somme directe des modules de Specht correspondant ~des diagrammes de 
Young sym6triques autour de la diagonale. En particulier, s in = 2k + 1, le 
module d'homologie de rang maximum de d2(n) es't simplement le module 
de Specht correspondant au crochet sym6trique (k + 1, lk). Des consid6ra- 
tions de dimension prouvent donc que ces modules interviennent toujours 
dans Hk_ l(a2(S2k+ l))- 
En ce qui concerne l'homologie nti6re, les r6sultats eront moins precis, 
ce qui tient aux outils employ6s: une suite exacte de modules emi-simples 
fournit plus d'informations qu'une suite exacte de Z-modules. Comme le 
montre le cas n=7,  les modules d'homologie nti6re de d2(n) ont en 
g6n6ral de la torsion: certains ont cycliques d'ordre 3, d'autres ont des 
3-groupes de rang non-born6 en fonction de n. Je n'ai pas trouv6 de cas off 
ces groupes ont une p-torsion pour p autre que 3, sans toutefois pouvoir 
d6montrer ce fait. 
J'indiquerai enfin comment calculer les modules de Lefschetz des 
ensembles d2(n), dont la s6rie est connue dans ranneau ~3(1) de [BO2]. 
Le lien de d2(n) avec s2(S.) est pr6cis6 par le lemme suivant: 
LEMME 1. Soit T2(n) l'ensemble des 2-sous-groupes abOliens dldmentaires 
non-triviaux du groupe symdtrique Sn qui sont engendrds par des trans- 
positions, et TT2(n) l'ensemble des 2-sous-groupes deSn qui contiennent une 
transposition. Alors d2(n ) s'identifie ~ T2(n), et l'inchtsion de T2(n ) darts 
TT2(n) est une dquivalence d'homotopie. 
D~m. La premi6re assertion est triviale. Pour la seconde, soit i 
l'injection de T2(n )dans TT2(n): Alors si Q ~ TT2(n ), en posant 
iQ= {R~ Tz(n) IR_Q} 
il est clair que i ~ n'est pas vide si Q contient une transposition. En notant 
Q~ le sous-groupe engendr6 de Q par les 616ments de i Q, il est clair que QO. 
est ab61ien 616mentaire: deux transpositions contenues dans Q engendrent 
en effet un 2-sous-groupe, donc elles commutent. 
Autrement dit, l'ensemble i ~ a un plus grand 61~ment QO, ce qui prouve 
le lemme. 
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2. TOPOLOGIE 
2.1. Comlexit~ 
L'ensemble d2(l) est vide. L'ensemble d2(2) est r6duit ft. un point, la par- 
tition grossi6re de { 1, 2}. L'ensemble d2(3) est un ensemble discret ~ trois 
616ments, les partitions {{1,2},3}, {{1,3},2}, et {{2,3},1}. Une 
notation s'impose 
Notation. Si r~ est un ~l~ment de d2(n),.et si Po .... , Pk sont les paires de 
n, je noterai rr=po I ' "1  Pk. 
L'ensemble d2(4) a trois composantes connexes: rune form6e de {1, 2}, 
{3,4}, et {1,2}1 {3,4}, la seconde de {1,3}, {2,4}, et {1,3}1 {2,4}, et 
la troisi6me de {1,4}, {2,3}, et {1,4}1{2,3}.  Chacune de ces compo- 
santes connexes a un plus grand 616ment (la seule partition de type 2-2 
qu'elle contient). Donc d2(4) est homotope /l un ensemble discret de 
cardinal 3. 
Pour n ~> 5, j'ai ie 
LEMME 2. S in  >1 5, l'ensemble d2(n ) est comlexe. 
DOra. Puisque tout 616ment de dz(n)' contient une paire, il suffit de 
prouver que deux paires quelconques pet  p' sont dans la m6me compo- 
sante connexe: c'est clair s ip  et p' sont disjointes, puisque p [ p' est une 
partition ies contenant toutes les deux. Et si p et p' ont un point commun, 
alors puisque hi> 5, il existe une paire q disjointe de pet  de p'. Alors 
P<Plq>q<P' Iq>P ' ,  et d2(n) est connexe (par arcs). 
2.2. Groupe fomtamental 
Etant donn6es les remarques pr6c6dentes, la question du groupe 
fondamental de d2(n) n'a d'int6ff:t que pour n ~> 5. 
2.2.1. Le cas n= 5 et n=6 
Pour n = 5 ou n = 6, la question est r6gl6e par le lemme suivant: 
LEMME 3. Pour n= 5 ou n=6,  l'ensemble d2(n) a le  O'Pe dTzomotopie 
d'un graphe. 
DOra. Si n = 5, alors d2(5) est un graphe, puisque de dimension 1. 
Pour n = 6, le r6sultat d6coule de la remarque suivante: 
LEMME g. Si n est pair, soit n = 2k, alors l'ensemble d2(n ) est homotope 
hun  ensemble de dimension k -  2. 
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DL~m. Soit en cffet d~,(n) l'ensemble d2(n) priv6 des partitions de type 
2*-~. L'ensemble d~,(n) est de dimension k -2 .  Soit i rinjection de d~(n) 
dans d2(n). "Je d6finis l'application f de d2(n ) dans d~(n) par f (n)  = n si rr 
n'est pas de type 2*-~. Et s i~ est de type 2*-~, alors il existe une unique 
paire p, disjointe de toutes ies paires de 7r. Je pose dans ce cas 
f(n)  = re [ p,,. Les applications i et f sont croissantes, et de plus fo  i=  Id, 
et iof>~ Id. Done i et f sont des 6quivalences d'homotopie. 
Remarques. (a) Le cas n=4 6tudi6 plus haut est un cas particulier du 
lemme 4. 
(b) Le lemme 3 permet de conclure que le groupe fondamental de 
d2(n) pour n = 5 ou n = 6 est un groupe libre, dont le nombre de g6n6ra- 
teurs est 6gal ~ l'oppos6 de la caract6ristique d'Euler-Poincar6 r6duite de 
d2(n). Je montrerai plus loin que cette derni6re vaut -6  pour n = 5 et -16  
pour n = 6. 
2.2.2. Le cas n >1 8 
Notation. Si {i,j} est une paire de {1 ..... n}, je note ci.j(n)l'ensemble 
des 616ments de d2(n ) de la forme {i,k}, {j,l}, ou {i,k}l{j,t}, avee k, 
1-r i, j. Avec cette notation, 
PROPOSITION I. L'ensenzble d2(n ) -c l .  2(n) est contractile. 
D3m. Soit A le sous-ensemble de d2(n) form6 de la seule partition 
{1, 2}. Alors avec les notations de [BOI l ,  j'ai 
e(A)= {ned2(n) l ] - ,  n] nA  est contractile} = {rred2(n)[ {1, 2} err} 
et e(A) est homotope h A, par rinclusion de A dans e(A). De mfime 
fe(A)= {ned2(n) [ In , - [  c~e(A) est contractile} 
est l'ensemble des 616ments de d2(n) qui contiennent {1,2} ou dont le 
support cst disjoint de { 1, 2 }. 
Et s in  est un 616ment de d2(n) qui n'est pas dans fe(A), mais qui 
contient une paire disjointe de { 1, 2}, alors ] .n] c~fe(A) a un plus grand 
616ment, form6 de rensemble des paires de n disjointes de {1, 2}. Done 
efe(A) est form6 des 616ments de d2(n) qui contiennent une paire disjointe 
de { 1, 2}. Et il'est facile de voir que le compl6mentaire d efe(A) est 6gal 
cL2(n ). D'ofl ia proposition. 
Soit alors i l'injection de d2(n)-  cl,2(n) dans d2(n ). Si r~Edz(n ), je note 
i. l'ensemble des ). de d2(n) -c  L 2(n) qui sont moins fins que n. Alors: 
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LEMME 5. 1. Si 7z= { 1, i} ou re= {2, j}, l'ensemble i, est homotope h 
d2(n- 3). 
2. Sirc = { 1, i} I {2, j}, l'ensemble it est homotope h'd2(n-4) .  
D~m. Si n= {1, i}, et si ).~i,,  je note f (n )  la partition form6e des 
parties de n qui ne rencontre pas {1,2, i}. C'est un 616ment de 
D,= d2({l ..... n} - {1, 2, i}), car 2 contient au moins une paire disjointe de 
{ 1, 2, i} si 2 ~ i~. Inversement, si 2 ~ D~, je note g(2) l'616ment de i,~ obtenu 
en rajoutant h 2 la partition {1, i}. Alors f et g sont des applications 
croissantes, telles que gof(2)~<), et fog(2)=2.  Done f et g sont des 
~quivalences d'homotopie. D'ofi l'assertion (1). 
De m~me pour l'assertion (2), si n= {1, i} [ {2, j}, et si ).~i,,  je note 
f(2) la partition de { 1 ..... n } - { 1, 2, i, j} obtenue n enlevant .h 2 les paires 
{1, i} et {2, j}. C'est un ~16ment de E; j=d2({ l  ..... n} -{1 ,  2, i , j}). Et si 
2 e E~.j, je note g(2) la partition obtenue n rajoutant ~ 2 les paires { 1, i} 
et {2, j}. Les m~mes consid6rations sur f et g prouvent alors l'assertion 
(2). 
Le cas n >1 8 est alors r6solu par le lemme suivant: 
LEMME 6. Soient X un ensemble ordonr connexe, el f une application 
croissante de X darts tttt ensemble ordonn~ Y. Si pour tout ~l~ment maxflnal 
)' de Y, l'ensemble fY est connexe et non-vide, alors Y est connexe et le 
morphisme rq( f )  de rq(X) darts rq(Y) est surjectif. 
D~m. Je me ram~ne tout d'abord au cas off f est injective: soit X . ;  Y 
rensemble r~union disjointe de X et Y, ordonn6 par les relations d'ordre de 
X et Y, et par les relations x ~< y dans X . /Y  si f (x )  <~ y dans Y. Soit g 
rapplication de X .  z Y dans Y d6finie par g(x)=f (x )s i  xeX  et g(y)=y,  
et j rinjection de Y dans X . I  Y- Alors get  j sont croissantes et telles que 
jog(x)>~x si xeX,  et que jog( ) , )=) ,  et go j (y )=y si ) 'e Y. 
Done g induit une e~luivalence d'homotopie de X ,z  Y sur Y. 
Soit alors i l'injection de X dans X . /Y .  Les ~16ments maximaux de 
X .  s Y sont les 616ments maximaux de Y (puisque x<f (x )  dans X .  z Y). 
Et si y est un ~16ment maximal de Y, alors P'=fY. Le triplet X, X*.r Y, i 
vdrifie donc les hypotheses du lemme 6. Comme de plus g o i =f ,  il suffit de 
prouver le lemme lorsque f est injective. 
Le raisonnement pr6c6dent prouve ~galement que je peux supposer que 
X est une partie ferm6e de Y (i.e., si z e Y, et z ~< x e X, alors z e X). 
Comme tout 616ment de Y est plus petit" qu'un ~16ment maximal Yo, et 
comme fJo est non-vide, il est clair que Y est alors connexe puisque X l'est. 
Soit alors a un point de X, et L un lacet de base a dans Y. En d6composant 
L -X  en ses composantes connexes, j'obtiens le diagramme suivant: 
.:.:::@iif:il 
Puisque 1" est connexe, je peux pour chacun des x~ choisir un chemin 
dans X de a fix,-. J'ai ainsi d6compos6 L en un pr'oduit de lacets de base 
a ayant un seul morceau hors de X. 
Donc ~,(Y) est engendr6 par ies lacets contenus dans X et les lacets L 
tels que L -X  soit connexe. 
Si L est un tel lacet, j'ai le dessin suivant: 
y u 
y 2 
y 
4 
iiii::':@':-~",~-~i ~ ......... ~ ....... ":":~':"" . . . . . . . . .  
.+:.:., 9..:.:.:.. ~,,, ;~  ~,~ s : : i~  s;~:~!~  ~ ~! ~!R~.: ~ 
~:/:K~!::b ,i ":':!'i@/::"' i~? ~:~:~.~:::~:::~:::~:....-...::.. 
:~@:, $" !:~:!:!:!:!:~!/!:~:d:~S ,-~:~:~:::M:'s ~::: :.:-:' 
Puisque les fY' sont non-vides, je peux alors choisir pour chaque )'i un 
61~ment x i<y~ dans X. J'ai alors d~compos6 L en un produit de lacets 
ayant au plus deux points hors de X. 
Alors si L est un lacet ayant deux points 3'o et y~ hors de X, avec 
3'o <.I'~, je peux ehoisir xo dans X, plus petit que 3'o, et j'ai le dessin suivant 
y 
1 
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et comme Xo, Yo, 3'~ est un simplexe de X, le lacet Les t  homotope au iacet 
a, x o, )'1, x~, a dessin6 en pointill6. Alors rc,(Y) est engendr6 par rc~(X) et 
par les lacets ayant un point hors de X. 
Si L est un tel iacet, et y son point hors de X, je peux choisir un 616ment 
maximal y, de Y plus grand que y. En choississant Xo dans X plus petit 
que y, j'ai le dessin suivant 
y ' 
x : iiiiil 
et le lacet L est homotope au lacet a, 3'1, Xo dcssin6 en pointill6s. 
En d'autres termes, le groupe nI(Y)  est engendr6 par rrl(X), et par les 
lacets ayant un seul point y hors de X, qui soit de plus maximal dans Y. 
Alors si pour chaque paire de points Xo et x I de X inf&ieurs ~t un 616- 
merit maximal y de Y n'appartenant pas ,h X, je choisis un chemin Co dans 
X de a :~ Xo et un chemin cl dans X de xl h a, et si je note L.ro.y.x , le lacet 
obtenu en parcourant Co, puis en montant 5 y, en redescendant ,"tx, ,  et en 
parcourant cl, il est clair que ~(Y)  est engendr6 par les Lxo.;..x~ et rc,(X). 
(Les diff6rents choix pour Co et c, ne modifient L.~o. v.x , que par un 616ment 
de rrt(X ). Le fait de permuter Xo et xl change L.,o.y..,~ en son inverse. Enfin 
si Xo=X~,  alors L.,.o.:., . est homotope au lacet CoCt, puisque Xo, )' est un 
simplexe de Y.) 
x 
y 
L .................................... 
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Si Lxo.y.x~ est run de ces lacets, et si x'~ est un 616ment de X plus grand 
que xl et plus petit que y, alors Lxo, y.x. est homotope fi Lxo.y,.,~, puisque 
leur diff6rence st le facet a, x,, x], y, x,,  a, et puisque x,,  x'~, y est un 
simplexe de Y. Le m~me raisonnement vaut si xl > x]. 
Donc la classe d'homotopie de Lx0,y.x tne d6pend que des composantes 
connexes de Xo et xl dans f~'. 
Le raisonnement pr6c6dent suppose simplement que fY est non-vide. 
Si de plus f~' est connexe, alors tousles tx0,y,x t sont  homotopes 
L~0.~..x o, donc ~ des lacets de X', ce qui prouve le l~nme. 
J'applique les lemmes pr6c6dents en prenant pour X l'ensemble 
d2(n)--cl.2(n), et pour Y rensemble d2(n), ces deux ensembles 6tant 
ordonn6s pour rordre oppos6/t rordre consid6r6 jusqu'ici, et pour f rinjec- 
tion i de X dans Y. Alors X est contractile, done connexe, et f~ est 6gal 
i,~. Les 616ments maximaux de Y sont les paires, et f "  est contractile sirc 
est une paire de d2(n) - Cl.2(n ), et homotope ~d2(n-  3) sinon, et ce dernier 
est connexe t non-vide s in >/8. D'ofi la 
PROPOSITION 2. S i  n >1 8, alors d2(n ) est sbnp lement  connexe.  
2.2.3. Le  cas n = 7 
Dans le cas n=7,  une pattie du raisonnement pr~c6dent reste vraie: 
rensemble X=,42(7)-ct.  2(7) est toujours contractile, et si i est l'injection 
de X dans Y= d2(7), alors i,~ est contractile sirc ~ cl. 2(7). Si nest une paire 
de type {1, i} ou {2, j} (avec i, j s{3  . . . . .  7}), alors i~ est homotope 
d2(7-3)=d2(4),  qui est un ensemble discret de cardinal 3. Et s i~ est une 
partition de type {1, i} [ {2, j} (avec i, j~  {3 ..... 7}), alors i,~ est homotope 
d2(7-4)  = d2(3), qui est aussi un ensemble discret ~ 3 616ments. 
Le groupe fondamental de Y est encore engendr6 par rq(X), qui est 
trivial, et par les Lx0.y.x,, off y d6crit les 616ments minimaux de Y -X  
(c'est-~-dire l s paires {1, r} et {2, s}), et {.'Co, xl} est une paire de points 
(distincts) de iy. Le lacet Lx0.y.,,, ne d6pendant que des composantes 
connexes ko et k~ de xo et x 1 dans iy, je peux le noter Lko.y. ki- 
Le groupe fondamental de d2(7) admet donc un syst~me g6n~rateur 
index6 par de tels triplets {ko, y, k~}, et pour chaque y, j'ai trois paires 
{ko, k~} possibles. Ces g6n~rateurs v6rifient des relations 6videntes: j'ai 
d6jfi not6 que 
Lko,y.k , - Lkl,.v. k0 = 1. 
Le dessin suivant prouve que 
Lki ,  y, k2 "Lko, y, kl = Lko, ),, k2- 
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En effet, le produit des iacets du premier membre fait apparaitre le lacet 
y, x~, a, x~, y, qui est homotope au lacet constant. 
De plus, si { 1, r} et {2, s} sont deux paires disjointes hors de X, et si 
{1 ..... 7} = {1, 2, r,s, t, u, v}, et si je note [tU]mr (resp. [tu]2,) la compo- 
sante connexe de {1, r} l{2,  s} l{t ,u}  dans i~,.,~ (resp. dans il2.,~), le 
dessin suivant 
Ir ~o2S 
: ! \ ...-- 
.............. ::::::::i:i:i:: ..::!::....,.~::i!~!!-.:~:.. ::i::~ii~:: . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  :: . . . . . . . . . . . . . . .  .::..,...+ ,~.:.... : : . . . . .  +. +~ . . . . . . . . .  :~... 
========================= :~::::3:::5;~:.~,4"-::::.,.~;.,.;;:. ============================== 
:: : : ;  : . .  :.::: :;~u ::::: ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: ? ! ~ iiiiiiiiii ilill ':'~:'::: .: 
~::i::::iii~i:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
======================================================= .:::-:.. :..:I:.....:..i :::::~.~:~:[.':: i:!:!  ::::::::::::::::::::::::::::::::::::  :::::::::::::::::::::::::::::::::::: ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
montre que Lc,u],,. {~.rl. [-.3,, et Lt,~]~. {2.,I. c,,.]z, sont tous deux homotopes 
aulaceta,  { l , r} l{2 ,  s} l {t, u}, {l, r} l {2, s}, {l, r} l {2, s}l {t ,v} ,a ,  ce 
qui donne la relation .
Lc,~]t,. {l.r}. [ t~: ] l ,  = LC,~]2,. (2. ~). [,.j,.. 
Cette relation est vraie d6s que j'ai deux paires { 1, r} et {2, s} disjointes. 
Elle est obtenue n identifiant la composante connexe [ttt] l  , de il~.,) avec 
la composante connexe [tu]2s de i{2.~). Cette identification est elle-m~me 
induite par la permutation (1, 2)(r, s). 
II est ainsi possible d'identifier deux `5 deux les trois g~n6rateurs a soci6s 
,5 { 1, r} ~t les trois g6n6rateurs associ6s `5 {2, s}, pour r ~s. 
Soit alors /" le graphe dont les sommets ont les paires {1, r} et {2, s} 
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(pour r, s~ {3 ..... 7}), deux paires 6tant li~es dans F si et seulement si elles 
sont disjoin.tes. II est facile de voir que F est un graphe connexe (il existe 
toujours une paire {2, s} disjointe de deux paires {1, r} et {I, r'}). Donc 
le groupe nl(Y ) est engendr6 par les trois g6n6rateurs associ6s fi l'un 
quelconque d'entre eux, par exemple { 1, 3 }. 
Or dans F, il y a des cycles, qui vont donner des relations suppl6men- 
taires sur ces trois g6n6rateurs: par exemple, le cycle 
{1,3} 
{2,4} , f ' /  "x""-{ 2, 6 } 
7 
{1,5} 
va induire sur les composantes connexes de i~. 31 la permutation d6duite de 
(1, 2)(3, 6)(I, 2)(5, 6)(1, 2)(4, 5)(1, 2)(3, 4)-- (4, 6, 5). Les trois g6n6rateurs 
de rq(Y) sont permut6s circulairement par cette permutation, et doivent 
done 6tre identifi6s. Done le groupe rq(Y) est un quotient du groupe fibre 
/t trois g6n6rateurs ~, fl, V quotient6 par les relations ~ = fl = 7 et ~fl~, = 1. 
Ce dernier groupe est cyclique d'ordre 3, donc hi(Y) est trivial ou cyclique 
d'ordre 3. (II se pourrait en effet qu'il y air d'autres relations dans n~(Y) 
que celles envisag6es jusqu'ici.) 
Pour prouver que nl(Y ) est non-trivial, done cyclique d'ordre 3, je vais 
exhiber un 1-cocycle sur Y/t valeurs darts Z/3Z: ceci revient ,~ trouver une 
fonction f(p, q) d6finie sur ies couples de paires disjointes de { 1 ..... 7}, fi 
valeurs dans Z/3Z, telle que f(q, p)= -f(p, q) pour tout couple (p, q) de 
paires disjointes, et telle que f(p, q)+f(q, r)+f(r, p)= 0 pour tout triplet 
(p, q, r) de paires deux fi deux disjointes. 
Je passerai honteusement sous silence les nombreuses heures de tfitonne- 
ments n6cessaires/l r61aboration de la fonction f Voici le r6sultat: 
Le groupe Z/3Z sera le groupe multiplicatif des 616ments non-nuls du 
corps ~t 4 616ments F4=F2(co), avec co2=co+ 1, de sorte que F4= 
{0, 1, o2, co2}. Soit q~ une bijection de {4, 5, 6, 7} sur F4, par exemple celle 
d6finie par 
q~(4) = 0, ~(5) = 1, ~(6) = co, q~(7) = co2. 
La fonction f est alors d6finie par les relations suivantes, off a, b, c 
d6signent des 616ments de {4, 5, 6, 7} 
f({1, a}, {2, b})= 
f({1, 3}, {a,b})~.f({2, a}, {3, b})=f({2, c}, {a,b})=(~(a)+(~(b) 
f({2, 3}, {a, b})=f({1,  a}, {3, b}) =/({1,  c}, {a, b})= [~b(a)-i- ~(b) ] - '  
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avec de plus f(q, p)= [f(p,  q)] - I ,  ies valeurs de f(p, q) non encore 
d6finies 6tant 6gales ,h I. 
Ces d6finitions ont un sens car dans F4, la somme de deux 616ments 
dictincts est inversible. 
Je dois v6rifier que si p, q, r sont deux fi deux disjointes, alors 
f(p, q) f(q, r) f(r, p) = 1. 
Les seuls cas non-triviaux sont ceux off ,l'une des paires p, q, r contient 1 
ou 2, tout en 6tant diff6rente de { 1, 2 }. En observant que f est chang6e n 
son inverse par r6change de 1 et 2, ii reste cinq cas ~. v6rifier: 
Cas 1. p={ l ,3} ,  q={a,b}, r={c,d}. Dans ce cas f(p,q)= 
qA(a) + r f(q, r) = 1, et f(r, p) = If(p, r)] - ~ = [~b(c) + ~(d)] -I. Or la 
somme des 616ments de F4 est nulle, donc 
r + r = r + r 
ce qui prouve l'6galit6 dans ce cas. 
Cas2. p={l ,3} ,  q={a,b}, r={2,  c}. Dans ee cas f(p,q)= 
q~(a)+qJ(b), f(q, r )= If(r, q)-]-~= l-~b(a)+~b(b)] -~, et f(r, p)= 1, et le 
r6sultat est vrai. 
Cas 3. p={l ,a} ,  q={3,  d}, r={b,c}. Dans ce cas f(p,q)= 
I-r r -~, f(q, r )= 1, et f(r, p)= If(p, r)] -~ = r r Coil le 
r6sultat par le raisonnement du cas 1. 
Cas4. p={l ,a} ,  q={2,  b}, r={3,  c}. Dans ce cas f(p,q)= 
r f(q, r)=r et f(r, p)= If(p, r)-I -I =r162 
Comme ~(a), r et if(c) sont deux fi deux distincts, les 616ments f (p,  q), 
f(q, r), et f(r, p) le sont aussi, et sont done 1, co, co 2 dans un certain ordre, 
et leur produit vaut 1, 
Cas5. p={l ,a},  q={2, b}, r={c,d}. Dans ce cas f(p,q)= 
r + ~(b), f(q, r) = r + r et f(r, p) = [f(p,  r)] -~ = ~(c) + ~(d). Or 
[-~b(c) + ~b(d)] z = [~b(c) + ~(d)]-1, et le r6suitat d6coule du raisonnement 
du cas 1. 
Le produit des f(p, q) sur tout "triangle" de dz(7 ) est done 6gal ~. I. En 
calculant ce produit sur le cycle {1, 3}, {2, 4}, {1, 5}, {2, 6} utilis6 plus 
haut, je trouve 
f ({ l ,  3}, {2, 4})= I, f({2, 4}, {1, 5})= (0+ 1)-~ = 1 
f ({1 ,5} ,{2 ,6})=1+~o=~o 2, f ({2 ,6} ,{1 ,3})=!  
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et le produit sur ce cycle est donc 6gal ,5 t~ 2, ce qui prouve que ce cycle 
n'est pas u ne somme de triangles de d2(7), donc que n~(d2(7)) est non- 
trivial. D'06 
PROPOSITION 3. Le groupe fondamental de d2(7) est cyclique d'ordre 3. 
Le dessin suivant montre comment le triple du cycle pr6d6dent, qui en est 
le bord ext6rieur, peut ~tre triangul6 dans d2(7): 
13 
24 
1, /5/L/13 
26" ~ 24 
15 
26 
3. HOMOLOGIE 
3.1. Une suite exacte 
Soit A un anneau commutatif. Je vais (~tablir ici l'existence d'une suite 
exacte longue reliant les modules d'homologie r(~duite ['t,(d2(n),A ), 
/4 . (d2(n - I ) ,  A), et /1 . (d2(n-2) ,  A). Dans le cas off A sera un corps de 
caract6ristique 0 ou p > n, cette suite d6terminera enti6rement les modules 
d'homologie fflk(d2(n), A ). 
Soit p. l'ensemble des paires de d2(n) contenant n, et i l'injection de 
d2(n -1)  dans d2(n)-p, , ,  ces deux ensembles 6tant ordonn6s par l'ordre 
oppos6 ?, l'ordre standard. Alors si ned2(n) -p . ,  l'ensemble i" a un plus 
grand 616ment, form6 des paires de n ne contenant pas n. II est donc 
contractile, et i est une 6quivalence d'homotopie, compatible avec I'action 
du groupe S._  L. 
Soit alors j l'injection de d2(n)-p, ,  dans d2(n), ordonn6 pour i'ordre 
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oppos6. Alors j~ a un plus grand 616ment n si n n'est pas une paire conte- 
nant n, et j'~ est contractile dans cecas. Et si nest une paire contenant n, 
alors j~ est l'ensemble des 616ments de d2(n) contenant strictement n, qui 
s'identifie fi d2({l ..... n} -n) ,  et dans ce cas, l'616ment nest  un 616ment 
maximal de d2(n) (pour l'ordre oppos6). Alors (cf. [BOI]) ,  
LEMME 7. J'ai la suite exacte 
9 -- --*/Qk(d2(n- 1), A) ~ ResS~_,/'tk(d2(n), A) ~ IndS~-12/~ k_ i(d2(n- 2), A) 
/Ik_ l(d2(n- 1), A) ~ ---. (1) 
En effet, les paires contenant n sont deux a deux conjugu6es par S,,_ t .  
Une autre faqon de construire ia suite exacte (l) est de consid~rer d2(n )
comme ia subdivision barycentrique du complexe simplicial dont les sim- 
plexes de dimension k sont les suites (Po ..... Pk) de paires de {l ..... n} deux 
9 ~ deux disjointes: ie complexe de chaines r6duit de ce complexe simplicial 
est homotope :~ ~,(d2(n)). 
Le groupe S. op6re transitivement sur les simplexes de dimension k de 
d2(n), et le stabilisateur Z.,k+ l dans S. d'un tel simplexe st isomorphe au 
produit direct de S._2~_2 et du produit en couronne $2"  Sk+ t. 
Comme une permutation impaire des sOmmets Po ..... Pk change l'orien- 
tation du simplexe (Po ..... Pk), je vois que le module C~(d2(n)) est iso- 
morphe 5 IndS',~+ttlk, o6 tlk est la repr6sentation de degr6 1 de Zn.k+i 
d6duite de la signature de Sk +1. 
Pour restreindre ce module fi S._ ~, je dois par la formule de Mackey 
trouver les doubles classes S~_ i \S . /Z . ,  k +1: celles-ci d6pendent de la posi- 
tion relative du point net  d'une partition n de type 2 k+' de {1 .... ,n}, 
modulo S,,_ t: il y a donc deux classes, suivant que nest  dans une paire 
{i, n} de n ou non. Dans le premier cas, I'intersection de S._,  et du stabili- 
sateur de n est isomorphe au stabilisateur de n -  {i, n} dans S._2. Dans le 
second, cette intersection est 6gale au stabilisateur de n dans S._~. La 
formule de Mackey s'6crit alors 
ResS~ , ~-~ k( d2(n ) ) = (.'k( d2(n -- 1 )) (3 Incl S"-' ~k  -- l (d2(  I1 - -  2)) 
- " "~Sn-2  
et en notant T(C,(d2(n-  2))) le translat6 du complexe C',(d2(n- 2)), il est 
facile de voir que l'~galit6 pr6c6dente conduit ~. une suite exacte de 
complexes 
0 ~ ~.,(d2(n- 1))--* Ress~_l ~,(d2(n))--* IndS:-I: T(~.(d2(n--2)) )~ 0 
et la suite fixacte (1) est la suite exacte Iongue d 'homologie d6duite de cette 
suite exacte courte. 
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II faut noter cependant que le complexe ResS~ ,C'.(d2(n)) n'est 
pas la somme directe en tant que complexe de-C. (d2(n-1) )  et 
i,,ns._~ T(C . (dz (n -2) ) ) ,  ce qui est d'ailleurs bien dommage. 
"A~ Sn_  2 
3.2. Homologie en caract~ristique 0 ou p > n 
Soit A un corps de caract6ristique 0 ou p>n. Dans ce cas, tousles 
modules de Specht des groupes ym6triques Sin, pour m ~< n, sont simples, 
et tousles AS,,,-modules sont semi-simples. La suite.exacte ci-dessus permet 
par r~currence surn de d6terminer rhomologie de d2(n). 
Sin = 3, alors d2(n) est un ensemble discret de cardinal 3, et $3 op6re 
dessus transitivement. Le seul module d'homologie r6duite non-nul de d2(3) 
est donc/r A), qui est le plan de .4 3 invariant par $3, c'est-/l-dire 
le module de Specht de $3 correspondant audiagramme de Young suivant 
Pour le casn = 4, la suite exacte pr~c~dentc donne, puisque rhomologie 
r6duite de d2(2) est nulle, un isomorphisme,entre FIk(d2(3),.4) et 
RessS~/lk(d2(4 ), .4). Les modules d'homologie r6duite de d2(4) sont donc 
nuls, saul" celui d'indice 0 (j'ai d6j~ not~ que d2(4) est homotope fi un 
ensemble discret de cardinal 3), dont la restriction fi $3 doit ~tre le module 
de Specht pr6c6dent. L'utilisation du th6or6me de branchement 
("branching theorem") permet de se convaincre ais6ment que/lo(d2(4), A) 
est isomorphe au module de Specht correspondant au diagramme de 
Young suivant 
Pour le casn = 5, puisque d2(5) est un graphe connexe, je sais que son 
seul module d'homologie r6duite non-nul est celui d'indice 1. La suite 
exacte pr6c6dente donne alors 
0 ~ ResSs,./l~(d2(5), A  --* ~ + ~ +  ~ ~ ~ --* 0. 
Puisque la fl6che de droite est surjective, t puisque les modules du centre 
son deux ~ deux n6n-isomorphes, je vois que la restriction/t $4 du module 
/r A) doit ~tre la somme directe des modules correspondant aux 
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deux crochets du centre. La seule solution par Ie th+or6me de branchement 
est que /11(d2(5), A) soit isomorphe au module de Specht associ6 au 
di'agramme 
Pour n = 6, j'ai de mame la suite exacte 
Aiors ie crochet de gauche figure dans la restriction de/t1(d2(6), A) ,~ $5. 
Donc ou bien ce dernier contient un crochet de type (4, 12), mais dans 
ce cas sa restriction contient un crochet de type (4, I), ce qui est Nux, ou 
bien il contient un crochet de type (3, 13), sym~trique du precedent, et 
impossible pour la m~me raison, ou bien il contient un module de Specht 
associ~ au diagramme 
dont la restriction fi Ss est justement la somme des modules de Specht figu- 
rant dans la suite exacte pr~c~dente. Donc /t1(d2(6), A) est isomorphe au 
module de Specht correspondant au diagramme de Young (3, 2, 1 ) ci-dessus. 
II Nut alors Nire une hypoth~se de r~currence hardie: les modules de 
Specht intervenant dans l'homologie de d2(n) sont tous associ~s fi des 
diagrammes de Young sym~triques (autour de la diagonale). Cette 
formulation 'est pas assez precise, et j'utiliserai la d~finition suivante, 
D~HNmON. Si D est un diagramme de Young, j'appelle diam~tre de D 
le plus grand entier i tel que (i, i)e D, 
de sorte que, par exemple, ies diagrammes crochet sont de diam6tre I, et 
les diagrammes (2, 2) et (3, 2, I) de diam6tre 2. Avec ces notatiohs: 
PROPOSITION 4. Soit A un corps de caract~ristique 0 ou p > n. Le module 
fflk(d2(n).A ) est la somme directe des too&des de Specht de S ,  correspondant 
attx cliff, rents diagrammes de Young sym~triques de diambtre n - 2k - 2. 
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Remarque. Si D est un diagramme de Young sym6trique de taille net  
de diam~tre d, aiors n -d  2 est le nombre de cases de D non situ6es dans 
le carr6 diagonal, et ce nombre est pair, ce qui prouve que n = d (mod 2) 
Ddm. Je vais proc6der par r6currence sur n, les cas n <~ 6 6rant triviaux 
ou d6j~ 6tudi6s. 
Si M est un AS,,-module, alors M est semi-simple, somme directe de 
modules de Specht, et je note An(M) (resp. X,(M)) ia somme directe des 
facteurs imples de M correspondant ;i des diagrammes de Young disym6- 
triques (resp. sym6triques) par rapport ,.i la diagonhle. J'ai ainsi d6fini deux 
foncteurs de ia cat6gorie des AS,, modules de type fini dans elle-m~me. I1
est facile de voir que ces foncteurs ont exacts, puisque Homs~(A,(M), 
X,(M'))  = 0 pour tous modules Met  M'. En appliquant A,,_, ~. la suite 
exacte (1), et compte tenu de l'hypoth6se de r6currence, j'obtiens 
l'isomorphisme 
A,_ l(ResS~_, /tk(d2(n), A)) = A,_ s,_, _ l(Ind ,_ 2/tk i(d2(n--2), A)). 
Les diagrammes de Young intervenant au second membre sont des 
diagrammes de Young sym6triques, auxquels est ajout6 un sommet non- 
diagonal. Ceux qui interviennent au premier membre sont ceux intervenant 
dans /tk(d2(n), A), priv~s d'un sommet. 
Alors si D est un diagramme de Young intervenant dans/r A), et 
si je peux enlever un sommet s fi D, ie diagramme D - {s} obtenu doit fitre 
un diagramme sym6trique, ou un diagramme sym6trique auquel j'ai rajout6 
un sommet (non-diagonal). I1 y a alors trois cas: 
(a) Le diagramme D lui-m~me st sym6trique. 
(b) Le diagramme D est sym6trique plus un sommet. 
(c) Le diagramme D est sym6trique plus deux sommets. 
En notant ~D (resp. 's) le symOtrique d'un diagramme D (resp. d'un som- 
met s) autour de la diagonale, je vois qu'il y a au plus deux sommets de 
D tels que 's  ~ D, et que si je peux enlever un sommet s de D, alors il dolt 
exister au plus un sommet de D-  {s} tel que ' t~D-  {s}. 
Alors si je suis dans ie cas (c), en n'6tant pas dans le cas (b), je peux 
6crire D sous la forme D=Aw {s~} w {s2}, off s~ et s2 sont deux sommets 
non-diagonaux. Si je peux enlever un sommet s ,4 D, distinct de s~ et s2, ie 
diagramme D '= D-{s}  obtenu doit 6tre sym6trique ou sym6trique plus 
un sommet. 
Or D' s'6crit D '= (A -- {s}) t.) {s, } t.) {s2} 
et il y a au plus un sommet de D' tel que 't ~. D'. Donc ou bien 's~ E D', 
ou bien ~s2~D'. Sfpar exemple 's~ ~D', et si ~s, :~s2, alors comme ~s~ :~s~, 
j'ai 's~ ~ A qui est sym6trique, et alors s~ E A, ce qui est exclu. 
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Done 's~ =s2,  et alors D est sym6trique. Done si je suis dans le cas (c), 
et non dans ies cas (a) ou (b), les seuls sommets que je peux 6ventuelle- 
ment enlever ,h D sont s, et s 2. Donc D a au plus deux "coins sortants": 
il est donc rectangulaire, ou du type suivant 
J s j 2 
s 1 
et s~ et s 2 ont :~ l'ordre pros dans les positions indiqu6es. Commed est 
sym6trique, et comme les seuls sommets non-diagonaux que je peux lui 
ajouter sont s~ et s2, ii est alors clair que s2 = 's~, et que je suis dans ie cas 
(a). Et si D est rectangulaire, alors A doit ~tre un carr6 de c6t6 inf6rieur ou 
6gal a deux, mais alors n <~ 6, et la proposit ion est vraie dans ces cas l,h. 
Je peux done supposer que je suis dans le cas (b), et non dans le cas (a). 
Alors D s'6crit D=Au {s}, avec A sym6trique, et s non-diagonal. Si je 
peux enlever ,h D un sommet de A, alors le d iagramme D' = D-  {t} s'6crit 
D'=(A--{t})u{s}. Si 'sED', alors 'seA, donc seA, ce qui est exclu. 
Comme D' doit poss6der au plus un sommet u tel que 'u r D', je vois que 
z I -  {t} est sym6trique, donc que t est diagonal. 
Le seul sommet de A que je peux enlever fi D est donc diagonal. Done 
je peux enlever au plus deux sommets fi D, qui a donc au plus deux "coins 
sortants," comme ci-dessus, ou est rectangulaire. Dans ce dernier cas, si D 
n'est pas carr6, alors A est vide ou r~duit a une case, done n ~ 2. Et dans 
le premier cas, puisque s n'est pas diagonal, le diagramme D est ,h sym6trie 
pr6s de la forme suivante 
f S 
Par restriction le d iagramme D se d6compose alors en 
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et le seul diagramme sym6trique de taille n -2  qui apr6s induction 
contienne l'un de ces deux diagrammes est le suivant 
qui apr~s induction donne la somme 
L J I "  
et dans ce cas le diagramme 'D doit aussi figurer dans /lk(d2(n ), A). Le 
carr6 central figure alors deux lois dans sa restriction. Comme il ne peut 
figurer qu'une fois dans rinduit des termes de /Tk_~(d2(n--2), A), il doit 
done intervenir dans la d6composition de /tk(d2(l!-- 1), A). Soit alors d le 
diam6tre du carr6. Par hypoth6se de r6currence, j'ai pour les facteurs de 
/41,(d2(n - 1 ), A ) 
d=n-  l -2k -2=n-2k-3  
et comme dans ce cas, le carr6 priv6 de son coin diagonal est de diam+tre 
d - I ,  je dois avoir pour les facteurs de /tk_l(d2(n--2), A) 
d -  1 =n-2 -2(k -  1 ) -2  soit d=n-2k-  1 
et comme ces deux 6galit6s sont contradictoires, je suis dans le cas (a), et 
/Tk(d2(n ), A) ne fait intervenir que des diagrammes de Young sym6triques. 
En enlevant un sommet ~un diagramme sym6trique de taille net  de 
diam6tre d, j'obtiens un diagramme non-sym6trique d  diam6tre d, ou un 
diagramme sym~trique de diam~tre d -1 ,  qui ne peut pas ~tre obtenu en 
rajoutant un sommet ~. un diagramme sym6trique de taille n -2 .  
De m~me, en ajoutant un sommet ft. un diagramme sym&rique de taille 
n - 2 et de diam6tre d, j'obtiens un diagramme non-sym6trique d diam6tre 
d, ou un diagfamme sym6trique de diam~tre d+ 1, qui ne pout pas 6tre 
obtenu en enlevant un sommet diagonal ft. un diagramme sym~trique de 
taille n. 
Soit alors D un ~liagramme sym&rique de taille net  de diam~tre d. Si je 
peux enlever le sommet diagonal s de D, alors D-  {s} intervient une fois 
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dans / )k(d2(n-1) ,A)  si d - l=n-2k-3 ,  soit d=n-2k-2 .  Comme 
s,_, ['t~(d2(n_ 2), A), je vois que D D-{s}  n'intervient pas dans Ind 2 
intervient une fois dans /)k(d2(n), A). 
Et si je ne peux pas enlever le sommet diagonal de D, mais un sommet 
s non-diagonal, alors D-  {s, 's} est un diagramme sym6trique de diam6tre 
d, qui intervient une fois dans ~Ik_l(dz(n-2),A ) pour d=n-2-  
2 (k -1 ) -2  =n-k -2 .  Alors D-{s}  intervient une fois dans 
I,,,ts"-'/7 k l(d2(n -- 2), A ), et n'intervient pas dans /Tk_ l (d2(n- l ) ,A  ). 
" '~  Sn-  2 
Donc D-  {s} intervient une fois dans ResS]_, Ftk(dz(n), A), et D intervient 
une lois dans /tk(d2(n), A). 
Inversement, si D est un diagramme intervenant dans /4k(d2(n), A), et si 
je pcux enlever le sommet diagonal s de D, alors D - {s} intervient une lois 
s._, [-tk_l(dz(n_2),A). Done D dans /Ik(d2(n--1), A), et non dans Ind ,_, 
n'apparait qu'une lois dans /Tk(d2(n), A), et de plus, j'ai d - l=n- l -  
2k - 2, soit d = n - 2k - 2. 
Et si je ne peux pas enlever le sommet diagonal de D, mais un 
sommet non-diagonal s, alors D-{s}  intervient une fois dans 
i,,,~s,_~/Tk_l(d2(n_2) ' A , et n'intervient pas dans /r 1), A). Ce "'~Sn-2 
qui prouve que D n'apparait qu'une fois dans /Tk(d2(n ), A), et que d=n--  
2 - 2(k - 1) -- 2 = n - 2k - 2, d'o6 finalement la proposition. 
Remarques et exemples. (1) La proposition 4 permet de d6terminer les 
indicatrices d'Euler-Poincar6 r6duites de d2(5) et d2(6): le module de 
Specht S ~ ~b est de dimension 6, et le module S ~ ~) est de dimension 16. 
(2) Si nest impair, soit n = 2k+ 1, alors d2(n) est de dimension k -  1, 
et le groupe d'homologie /Tk_i(d2(n),A ) est simplement le module de 
Specht S{k+~'~k~: le crochet sym6trique st le seul diagramme de Young 
sym6trique de diam&re 1. 
(3) Si n est pair et n>~8, soit n=2k, alors d2(n) est homotope ~. un 
ensemble de dimension k -2 ,  et le module d'homologie/Tk_2(d2(n ), A) est 
la somme des modules S ~-h'h+2"2h'lk-2-z~, pour O<~h<~(k-2)/2, 
correspondant aux diagrammes de Young sym~triques de diam6tre 2. 
(4) Puisqu'un diagramme de diam~tre d est au moins de taille d 2, le 
module d'homologie/Tk(d2(n ), A) est nul si k < (n -  v/n)/2 - 1. Ce r6sultat 
est faux sans l'hypoth6se sur la caract6ristique de A, comme le montre 
l'exemple 
/71(d2(7), F3)= F 3 
qui se d6duit du calcul du groupe fondamental. 
(5) Les tableaux de Young associ~s aux diagrammes sym6triques de 
diam6tre n - 2k - 2 sont exactement ceux pour lesquels il existe une involu- 
tion de type 2 TM de S. qui 6change les lignes et lescolonnes: il est possible 
d'cxpliquer directement ce ph6nom6ne. 
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Je supposerai uniquement ici que A n'est pas de caract6ristique 2. 
J'utiliserai les r6sultats de James dans [JA1]. Si T est un tableau de 
Young pour'D, je noterai Cr (resp. Lr) le sous-groupe de S, stabilisant les 
colonnes (resp. les lignes) de T. Le module de Specht S ~ associ6 au dia- 
gramme de Young D est d6fini comme le sous-espace de Ind~r engendr6 
par ies "polytablo'l'des" er: la seule propri6t6 de er que j'utiliserai est que 
si aef r ,  alors ~7.eT=~oe T. 
Soit alors f un homomorphisme du module de Specht S D dans 
C,,.k=Ck(d2(n),A). I1 envoie er sur l'61~ment xf=Z,  xss de C,,k, la 
somme portant sur le simplexes de dimension k de Dz(n), et je dois avoir 
~r . x = ~,~X Va  E CT .  
Dans ces conditions, j'ai bien stir xo~=e~x, .  Comme en permutant les 
sommets de s par une permutation impaire, je change le signe de s, je vois 
que si a e Cr  stabilise s, et si je note q,, la signature de a comme permuta- 
tion des sommets de s, je dois avoir xs = toq,xs.  
Soit i s rinvolution de type 2 TM d6finie par le simplexes. Alors si j e t  k 
sont deux point fixes de is situ6s dans une m~me colonne de T, la transposi- 
tion a= (j, k) est une permutation impaire de C'r, qui stabilise chaque 
sommet de s. Alors co=-1 ,  mais q,,= +1. Donc si A n'est pas de 
caract6ristique 2, j'ai xs = 0. 
Le m~me raisonnement montre que si j e t  k sont 6chang6s par is, et dans 
la mfime colonne de T, aiors xs = 0. 
De m~me, si j e t  k sont deux points non-fixes et non 6chang6s par is, et 
dans une m~me colonne de T, et si is(j) et is(k) sont dans une m~me 
colonne de T, alors a = (i,(j), is(k))(A k) est une permutation paire de Cr 
qui induit la transposition des sommets {j, i,(j)} et {k, i,(k)} de s. Donc 
Xs = 0 dans ce cas. 
Alors si f n'cst pas nul, il existe un simplexes tel que si j e t  k sont dans 
une m~me colonne de T, alors is(j) et iAk) sont dans des colonnes 
diff6rentes de T. 
Dans [JAI ], James utilise rordre suivant sur les diagrammes de Young: 
si D et D' sont deux diagrammes de Young, dont les lignes sont de 
longueur It ..... l, (resp. l[ ..... l'), alors 
D ~ D' si et  seulement si Vk, !~ + ... + lk ~ 1~ + .. .  + l~. 
James montre (Lemme 3.7 de [ JA I ] )  que si T et T' sont des tableaux de 
Young pour D et D', et si les hombres d'une mfime ligne de D sont dans 
des colonnes diff6rentes de D', alors D ~ D'. 
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Le raisonnement pr6c6dent et le lemme ci-dessus, appliqu6 aux dia- 
grammes 'D et D, et aux tableaux tT et is(T), prouve alors que si f n'est 
pas nul, j'zi 
'D <oD. 
Si de plus tD = D, alors un raffinement du lemme pr6c6dent montre qu'il 
existe a s Cr et z s Lr  tels qu'en notant Or la permutation induite par la 
sym6trie de T autour de sa diagonale, j'aie 
Or= ~ais." 
Or trisa- ~ = i,(~), donc Or= rio(~)a, ou encore io(~) = z -  ~Ora- ~. Soit alors 
n;.j le nombre figurant fi la i-~me ligne et la j-6me colonne de T, et "c i (resp. 
aj) la permutation de la i-6me ligne (resp. de la j-6me colonne) de T induite 
par z (resp. a). Je dois avoir 
io(s)(ni,/) = ~- IO ta -  l (hi, y) = "c-IOr(naf,.).y ) = z-l(n/, af'o)) = Ply, .j-la]-' (i) 
et comme i,,cs ) est une involution, ceci prouve que z/-~a/-~ = 1 pour tout j, 
ou encore que z=Ora- IOr .  Dans ces conditions, j'ai Or=Ora-tOri~(s)a, 
done finalement 
Or= i~(~)' 
ce qui prouve que 0 res t  de type 2 TM, donc que D est de diarr~tre 
i i -2k -2 ,  le nombre de points fixes de i,{s). 
J'ai m~me un r~sultat plus precis: si sr est le simplexe d6fini par Or (ses 
orbites de longueur 2), et si x~:~0, aiors il existe a sCr  tel que i~r = 
Or = io{s), ce qui prouve que a(s) est 6gal f i s r  (~ l'orientation pros). En 
d'autres termes, l'616ment x est un multiple de 
= 
a~CT 
et XT est cffectivement on-nul puisque le coefficient de ST y est ~gal A I (le 
seul 616ment de Cr qui stabilise Sr est l'identit~). 
Je dois done avoir f (e r )=~.xr .  Comme f doit 6tre compatible A 
l'action de S,,, je dois avoir f (p (er ) )=f (ep( r~)=~.p(xr )=~.xp( r~ our
tout p s S,,, done f (e r )  = ct "XT pour tout tableau T de type D. 
J'ai ainsi montr6 que si A est un corps de caract6ristique diff6rente de 2, 
si Tun  tableau de Young de type D, et fun  homomorphisme non-nul du  
module de Specht S ~ Ck(d2(n),A), alors 'D<__D, et que si de plus 
'D = D, alors f est un multiple de l'application qui envoie e r sur xr .  
Pour v6rifier que cette application d6finit bien un homomorphisme de 
S ~ Ck(d2(n), A), je dois v6rifier que Xr est annul6 par l'annulateur 
dans S,, de er. En montrant que les er, pour T tableau standard, forment 
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une base de S ~ James [JAI, th. 8.4] utilise les 616ments de Garnir: si Bet  
C sont deux colonnes adjacentes d'un tableau T de type D, si X est une 
partie de Bet  Y une partie de C, si S zest  le sous-groupe de Sn fixant tous 
les points hors de la partie Z, l'616ment de Garnir Gx. rest  d~fini par 
Ga; r = ~ eatr. 
rrc Sxvr / (Sx•  
La d6monstration de James prouve en fait que rannulateur de er est l'id6al 
de Sn engendr6 par les Ga; r, lorsque X est situ6 darts ie bas de B, et Y dans 
le haut de C, et lorsque de plus Xu  Y est 6gal 5. l+  1, en notant 1 la 
iongueur de B. 
II suffit donc de v6rifier que Gx. r 'x r=O dans ces conditions. La 
d6monstration s'inspire de celle de James pour ie th6or6me 7.2: soit 
G x = ~, e,a 
aeSx  
alors Gxu r = Gx. rGx Gr ,  done 
Gxu r 'x r - -  IXl! I YIt G.r. y 'x r  
puisque Sx et Sr  sont des sous-groupes de C~. Tout revient donc 5. 
montrer que Gx~ r .x r=O lorsque A = Z. Ce qui s'6crit encore 
~. epe, ptr(Sr)=O. 
pESxuy 
~ECT 
Comme IXu YI >/, il y a deux nombres a et b dans Xu  Y qui sont dans 
une m~me ligne de T, et done envoy6s par Or dans une m~:me colonne de 
T. Si a et b ne sont pas diagonaux, soit c= Or(a) et d= Or(b). Alors la 
transposition (tr(a), a(b)) est dans Sx~ r, et la transposition (c, d) dans CT. 
Comme p(a(a), a(b)) a(c, d) = pa(a, b)(c, d), et comme (a, b)(c, d) stabilise 
Sr en changeant son orientation, je peux regrouper dans la somme 
ci-dessus les couples (p, tr) et (p(a(a),a(b)),a(c,d)),  et les termes 
correspondants s'annulent. 
Et si par exemple a est diagonal, je peux supposer que c = O(b) est dans 
Xu  Y, et regrouper dans la somme pr6c6dente l s termes correspondants 
aux couples (p, a) et (p(a(b), a(c)), a), qui s'annulent ~galement. D'o6 le 
r6sultat dans les deux cas. 
J'ai finalement montr6 le 
LEMME 8. Soit A un corps de caract~ristique diffOrente de 2, et fun  
homomorphisme nofi-nul &t module tie Specht S D darts Ck(d2(n ), A). Alors 
'D ~ D. Si de plus tD = D,  alors D est de diamOtre n -- 2k - 2 et darts ce cas 
481/150,'1-13 
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HomAs.(S ~ Ck(d2(n), A)) est de dimension 1, engendrk par l'application qui 
envoie e T s t i r  X T.  
I1 est clair dans ces conditions que l'espace ngendr6 par,les XT est contenu 
dans le noyau de la diff6rentielle. Ce r6sultat reste d'aiileurs vrai quel que 
soit A, car il est vrai si A = Z: les coefficients des simplexes intervenant 
dans ia diff6rentielle de XT doivent ~tre congrus h 0 modulo tous les 
nombres premiers up6rieurs fi n, done ils sont nuls. 
Si A est un corps de caract6ristique 0 ou p > n, les modules de Specht 
sont tous simples et projectifs, ce qui protlve que leur image n'est pas dans 
I'image de la diff6rentielle. Done les images de ces diff6rents modules de 
Specht sont en somme directe, et j'obtiens ainsi tout le module d'homologie 
correspondant. 
PROPOSITION 5. Si A est un corps de caractkristique 0 ou p > n, les 
~l~ments XT, pour T tableau standard associ~ 3 tin diagramme de Young 
symOtrique de diambtre n -  2k -  2, forment une base de Hk(d2(n), A). 
La proposition pr6c6dente cst fausse sans rhypoth6se sur la caract6ris- 
tique de A, comme ie montre facilement l'exemple n = 5, k = 1, p = 2, ou 
moins simplement le casn = 6, k = 1, p = 3: dans ce cas la suite exacte (1) 
s'6crit 
0 , Res s'`/t2(d2(7), A) ~, Ind,:65 H,(d2(5), A) , /"t~(d2(6), A) 
, ResS'6 D~(d2(7), A) ,0  
et il est facile de voit que si Test  un tableau de type (3, 2, I), alors XT est 
ia diff6rence r162 oft 7"1 et T2 sont deux tableaux de type (3, 12). 
Les 616ments XT, pour T de type (3, 2, 1), donnent done tous 0 dans 
/I1(d2(7), A), 6gal ,5 A, done ils ne peuvent pas engendrer/r A). 
3.3. ttomologie ntikre: Rksultats partiels 
Les modules d'homologie Hk(d2(tl), Z) ont en g6n6ral des 616ments de 
torsion: j'ai vu par exemple que H~(d2(7), Z) = Z/3Z. Je montrerai com- 
ment ce r6sultat s'6tend :~ tlk(d2(3k + 4), Z) pour k >~ 1. II est possible de 
montrer que certains modules Hk(d2(n), Z) sont nuls, et que d'autres ont 
des modules de torsion non-nuls, tr6s difficiles :~ calculer explicitement. 
3.3.1.. Une autre suite exacte 
Soit X,, le complexe simplicial d2(n) priv6 des simplexes contenant une 
paire {1, i} ou {2, j}, pour i,j>_-3. Alors X, est un sous-complexe simpli- 
cial de d~(n), et la proposition 1 permet d'affirmer que X,, est contractile. 
Les simplexes de d2(n)-  X,, sont de trois types: ceux qui contiennent une 
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paire {1, i} et aucune paire {2,j}, ceux qui contiennent une paire {2, j} et 
aucune pair.e { 1, i}, et ceux qui contiennent une paire { 1, i} et une paire 
{2,j}: 
Les simplexes de dimension k du premier type s'identifient aux simplexes 
de dimension k -  1 du compl6mentaire { I, 2, i} de { 1, 2, i}, ceux du second 
type aux simplexes de dimension k -1  du eompl6mentaire de {I, 2,j}. 
Enfin ceux du troisi6me type s'idcntifient aux simplexes de dimension k -2  
du compl6mentaire d  { 1, 2, i, j}. 
La suite exaete de complexes 
0 --, ( : . (xo)  --, ~,(d2( . ) )  --, ~,(d2(n)/Xn) - , 0 
peut alors s'6crire 
0~ C'k(X,,)--* ~(d2(n) )~(~)~k_ , (d2({ l ,2 ,  i} ) - - -  
l [ 1 / 
o--, G_ , (xn) - ,  G_  ,(d~(,)) -* @ G_ddd{ l ,  2, i}) .  9 9 
li 
9 . .  ~ @ G_d ,6({L2 ,~,y I )e@ G_d ,6({~,2 , j} ) - ,o  
9 . .  ~ @ G_3(d2({1,2,  i , j} )o@ G_ddd{L2, j} ) - ,O  
l i  l 2j 2j 
off les fl~ches entre la ligne du haut et ceile du bas indiquent l'action des 
diff6rentielles, les fl~ches verticales 6rant les diff6rentielles ordinaires des 
complexes eorrespondants. 
La somme directe des complexes r i}) et C.(d2({1,2, j}) 
est ainsi un sous-complexe du complexe C.(d:(n)/Xn), et le quotient 
par ce sous-complexe s'identifie ,h la somme directe des complexes 
C.(d2( { I, 2, i, j}) translat6s d'un degr6. Comme X. est acyclique, l'homo- 
logie r6duite de d2(n) est identique fi celle du complexe quotient d2(n)/X,, 
et les remarques pr~c6dentes onduisent fi la suite exacte longue du lemme 
suivant 
LEMME 9. J'ai la Sldte exacte 
9 .. ~ @ ~r~_,(d2(p u {l, 2}) ) - ,  Br,(d2(n))--, 
p=l l  
p=2j  
"-* E) Flk-2(d2(pu {1,2}))~ ... 
p=l i  
p--2j 
(les indices i et j sont dislincts de 1 et 2). 
0 Fl*-2(d2(q)) 
q-Ul2j 
(2) 
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3.3.2. Quelques gro,~pes /~(d2(n)) 
Les groupes d'homologie /r 1)) et /~k_2(d2(2k)) sont Its 
groupes d'homologie d'indice maximum de d2(2k+l)  et de d~(2k) 
(lemme 4): ce sont done des Z-modules libres, dont le rang est 6gal h la 
dimension des modules de Specht indiqu6s dans les remarques (2) et (3) 
ci-dessus. I1 faut noter cependant que rapplication erF-~xr n'induit pas 
un isomorphisme de ZS2~+~-modules de S ~+l'l~ sur /t~_~(d2(2k+ 1)), 
comme le montre le cask = 2. 
La suite exacte (2) permet d'autre part de trouver par r6currence certains 
des groupes/~(d2(n)). Par exemple: 
PROPOSITION 6. Le groupe /tk(d2(n)) est nul si 3k + 4 < n. 
En effet, la proposition r6sulte si k = 0 du fait que d2(n) est connexe pour 
n> 4, et pour k= 1 du fait que d2(n) est simplement connexe si n> 7. 
L'hypoth~se n > 3k + 4 entraine n - 3 > 3(k - I ) + 4, et je peux supposer 
par r~currence que Flk_l(d2(n--3) ) =0, donc que Flk_l(d2(pu {1, 2}) )=0 
pour p = li ou p = 2j dans la suite exacte (2). 
De m~me, j'ai 11 -4>3k>3(k -2)+4,  done je peux supposer 
/lk_2(d2(t]))=0 pour q=l i l2 j .  La suite exacte (2) permet alors de 
conclure. 
La borne ci-dessus est certainement la meilleure possible pour k. En effet: 
PROPOSITION 7. Le groupe /r + 4)) est cyclique d'ordre 3 si k >1 1. 
Ddm. Le r6sultat est vrai si k = 1. D'apr6s la proposition 6, l'extr6mit6 
droite de la suite exacte (2) s'6crit pour n = 3k + 4 
~) Fl~_~(d2(~))~ 0 fflk-~(tl2(pw {l ,2}))-*/ Ik(d2(3k+4))-+0 
q=l i l2 J  p- - l i  
p--2j 
et les morphismes de gauche se d~duisent des inclusions de { 1, 2, i, j} dans 
{1, 2, i} et {1, 2, j}. Ainsi, le groupe /tk(d2(3k+4)) s'identifie ~ la iimite 
inductive sur ces inclusions des groupes Hk_l(d2(pw {1, 2})) pour p= li 
et p = 2j, tous isomorphes f i / tk_ ~(d2(3k + 1 )), done ~ Z/3Z par hypoth6se 
de r~currence. 
Or la suite exacte (1) donne 
9 "" ~/~k-  i(d2(3k)) --* ResS'~** +' /tk -i(d2(3k + 1)) ~ 0 
puisq/le FIk_2(d2(3k- 1))---0 par la proposition 6. Soit f,.j (resp. g;.j) ie 
morphisme /~k- i(d2(~)) ~/r  ~(d2(p u { 1, 2})) pour q = li [ 2j et p = li 
(resp. p = 2j). Ces morphismes sont surjectifs par la remarque pr6c6dente, 
et de plt~s la permutation (1, 2)(i, j) induit un isomorphisme r de 
/Tk_ ~({1, 2, i}) dans /Tk_~({l, 2, j}) tel que if;j f,. j=  g~.j. 
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Finalement, la limite inductive pr6c6dente st le quotient de la somme 
directe pour p= li et p=2j  des groupes /~k_l(d2(p~ {1, 2})) par ies 
relations identifiant x et ffi.j(x) pour tout xe/~k-~({ 1, 2, i}) et tout j:A i. 
Alors si F est le graphe dont les sommets ont les paires { 1, i} et {2, j} 
(avec i,j>~3), le sommet {I, i} 6tant li6 au sommet {2,j} si i~ j ,  je vois 
que le groupe fflk(d2(3k +4))  est isomorphe fi la iimite inductive sur les 
sommets p de F des groupes/t  k_ l(d:(p w { I, 2 } )) prise sur les morphismes 
~;.j, pour i# j .  
Or F est connexe si k >i 1, et n'a que des cycles de longueur paires (c'est 
un graphe biparti). Alors /tk(d2(3k+4)) est le quotient d'un seul des 
groupes /~_~(d2(pu {l, 2})), isomorphe 5. Z/3Z, par les relations 
d6duites des morphismes ~;.j et des cycles de F. 
Le morphisme ff~,j de d6duisant de la permutation (1, 2)(i,j), je dois 
done identifier dans /)k_~(d:({l, 2, 3})) un 616ment et son transform6 
par un produit de telles permutations, qui sera de routes fagons une 
permutation paire. 
Or si le groupe S, agit sur Z/3Z, ie groupe A, y agit trivialement. Done 
il n'y a aucune relation nouvelle, et la iimite inductive cherch6e est bien 
6gale 5. Z/3Z. D'ofi la proposition. 
Remarque. I1 n'est pas difficile de voir, en utilisant le l-cocycle sur d2(7 )
d6fini plus haut, que $7 agit par la signature sur/)1(d2(7)), et done qu'il 
en est de m~me de Sak+a agissant sur ['Ik(d2(3k+4)). 
Le r6sultat suivant est malheureusement moins pr6cis: 
PROPOSITION 8. Si k >1 3, le groupe /~k(d2(3k + 3)) est un 3-groupe fini, 
annul6 par 9, de rang sup&ieur ou ~gal h 3k + 2. 
Dbn. L'extr6mit6 droite de la suite exacte (2) s'6crit ici 
/tk-i(d2((/)) ~ (~ t tk - l (d2(pw { l, 2 } )) ~)'=', fflk(d2(3k + 4))._, 0 
q=l i l2 j  p~l i  
p=2j (3) 
et il est facile de voir que le morphisme % se d6duit de rapplication qui au 
simplexe (Po ..... P , - I )  de Ck_ l (d2(pu{ l ,2}) )  associe la difference 
(Po ..... P~, P ) - (Po  ..... Pk, {I, 2}). 
Soit aiors Tun  tableau de Young de type (2k+2, k+ 1), dont 
la premi6re ligne s'4crit (ao ..... ak, bo ..... bk). Soit rr  le simplexe 
{ao, bo} [ . "  [ {ak, b,}, et ) 'r l'416ment d6fini par 
ac-C T 
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L'616ment Yr est une somme alg6brique de 2 TM simplexes: c'est une 
difference de deux paires si 3k + 3 = 3, un cycle de longueur 4 si 3k + 3 = 6, 
un octa6dre si 3k-I-3 = 9, etc. 
LEMME 10. Les 6l&nents Yr, lorsque T d&rit les tableaux de Young de 
type (2k + 2, k + 1 ), engendrent/qk(d2(3k + 3)). 
Soit Ek l'espace ngendr6 par les Yr. Je dois prouver que E k est dans le 
noyau de la diff6rentielle, t que Ek engendre/tk(d2(3k + 3)). 
C'est clair si 3k + 3 = 3, puisque Ek est" engendr6 par les diff6rences de 
paires {a, b} - {a, c}, qui engendrent/Io(d2(3)). 
Le morphisme Op % ci-dessus 6tant surjectif, il suffit de v6rifier qu'il 
envoie Ek_ ~ dans Ek, ce qui est clair puisque si T est le tableau 
4 
2k+4 
9 .. k+3 
9 .. 3k+3 
 +41 2 +3 
qui donne r616ment Yr de Hk_ l (d2({1,2}up) ) ,  pour p= {1,3}, alors 
%(Yr) est 6gal ~ Yr', off T' est le tableau 
4 k+3 3 k+4 12k+3 I 
l 
2k+4 .-- 3k+3 2 
D'ofi le lemme. 
Comme dans la proposition 7, la suite exacte (1) devient ici 
-~/Tk_,(dE(3k 1)) a* R s3k /Tk_~(d2(3k) ) . . . .  ~ eSs3,~_ i 
._+ ltnus3~_ 2 ,  .J -t ~1k_2(d2(3k_2)). 
Si k >1 3, le module figurant ~ droite dans rinduction est isomorphe ~ Z/3Z 
par la proposition 7. Donc si ye/Tk_,(d2(3k)), je vois que 3y est dans 
rimage de ilk- La suite exacte (3) indique par ailleurs que le groupe 
/Tk(d2(3k+3)) est comme dans ia proposition 7 la limite inductive des 
groupes Flk _ i(d2(p u { 1, 2 } )). Et si )'p E i'l,_ ~(dz(p w { 1, 2 } )), alors rargu- 
ment pr6c6dent prouve que 3)~ est dans l'image de/ tk_  ~(d2(~)), pour tout 
q contenant p, et dolt donc par le raisonnement de la proposition 7 ~tre 
identifi6 dans la limite inductive :~ tous ses transform6s par le groupe 
altern6. 
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Or si T est le tableau 
. . .  
2k+4 ... 
k+3 
3k+3 
2k 3 
il est facile de voir que ie 3-cycle p = (4, k + 4, 2k + 4) est tel que 
YT+ f l ( . ) ' r )  -'1"- f l2 (y r )  = 0. 
Si YT est l'image de Yr dans la limite inductive, j'ai donc 327.= p(3 f r )= 
p2(3Pr), donc 9 f r= 0. D'o6 les deux premit~res assertions de ia proposi- 
tion, puisque les conjugu6s de fir engendrent Hk(dz(3k + 3)). 
L'assertion sur le rang r6sulte alors de la suite exacte (1) qui donne la 
surjection 
~',,,.I s~ ,2 /Ik -l(d2(3k + 1 )) --* 0 K- es s3kS3~+~+ 2/tk(d2(3k + 3)) -+ .. . .  , +~ 
et du fait que le module de droite est isomorphe :~ (Z/3Z) 3k+2. 
Remarques. (1) Pour k>~3, j'ai (3k+3-2k-2)2>3k+3,  et il n'y a 
aucun diagramme de Young sym~trique de taille 3k+3 et de diam~tre 
3k+3-2k-2 .  
(2) J'ai calcul6 sur ordinatcur le rang de la torsion des groupes 
/12(d2(9)) et Fl3(d2(ll)): ces deux groupes n'ont que de la 3-torsion, de 
rang 8 pour le premier, et 45 pour le second. Ce dernier calcul consiste 
trouver le rang modulo 3 d'une matrice ,h 6584. lignes et 8960 colonnes, ce 
qui a pris environ 19 heures sur un Sun 3/60, avec un programme n 
langage C. 
3.4. Modules de Lefschetz 
Si l'homologie de d2(n) est difficile ~ connaitre exactement, ii est par 
contre facile de calculer son module de Lefschetz. J'utiliserai pour cela les 
notations et d6finitions de [B02] ,  o6 je d6finis l'anneau g( l )  et l'exponen- 
tielle oCvp. Je note b(Sn) l'anneau de Burnside de S,,. 
PROPOSITION 9. Soit 6, e b(S,,) le module de Lefschetz rdduit de d2(n). 
Alors 
~.. 6,. Tn= --&vp(T- T 2) darts ~(I) .  
n~O 
D,~m. Si z~ est 'un 616ment de d2(n), soit ff le compl6mentaire de la 
r6union des paires de re. Sirc est de type 2 k, le stabilisateur Z,,.k de 7r dans 
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S,, est isomorphe au produit direct (S2~Sk)x  Sn_2k. D'autre part In, .[ 
s'identifie ~t d2(z~), et le module de Lefschetz rrduit Azn.~ "" a~.-t est 6gal il 6n_2k.  
Done 
(5.= -S JS . -  2 2 IndS~,k di,,-2k 
k~l  n~d2(n) 
de type 2 k 
mod Sn 
ce qui s'rcrit encore 
}" Indf}2_s~)• 6,_2k= --S,,/S,,. 
k>~O 
En multipliant cette 6galit6 par T ~ et en sommant sur n, il vient 
o , .o  , ,  
Le facteur de gauche n'est autre que &vp(T2), et le membre de droite est 
6gal fi &rp(T). D'ofi la proposition. En prenant les degr6s des deux 
membres, il vient 
COROLLAIRE. Soit ~.(d2(n)) l'hldicatrice 
d2(n ). Alors 
~,(d2(n)) n--~-. =
n 
d'Euler-Pohlcard rdduite de 
darts QE[T]] .  
Le corollaire se drduit aussi facilement du nombre de simplexes de dimen- 
sion k de d2(n), 6gal h n!/2k+l(k+ 1)! (n -2k -2) ! ,  ce qui donne aussi 
n! 
~(d2(n)) = - ~., ( - 1 )k 2kk!(n _ 2k)! 
O<~ k <~n/2 
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